TWIERDZENIE O IMPRYMITYWNOSCI

PIOTR MIKOLAJ SOLTAN

ABSTRAKT. Niniejszy plik zawiera notatki do referatu na temat twierdzenia o imprymitywnosci
w wersji Rieffela. Rozwazamy tylko sytuacje uproszczona odpowiadajaca indukcji reprezentacji
z podgrupy otwartej.

1. POCZATEK

1.1. Moduly indukowane. Gléwne zalozenia:

e A jest C*-algebra, a B jej podalgebrg. O zadnej nie zakladamy, ze ma jedynke.
e Wtozenie B — A jest morfizmem (czyli B jest niezdegenerowana).
e P: A — B jest warunkowa wartoscia oczekiwana.

Niech H bedzie B modulem, tj. przestrzenia Hilberta z niezdegenerowana reprezentacja B
(potem rozszerzymy jeszcze to pojecie). Definiujemy modut indukowany /;)’H w nastepujacy
Sposob:

e na przestrzeni wektorowej A ©g H definiujemy forme pottoraliniows (-|-) ktadac
(a@€ld' @) = (¢|P(a”a)E),

e forma ta daje iloczyn skalarny na (A ©g H)/N, gdzie
N={XecAosH|(X|X)=0},

i IAJH jest z definicji uzupelnieniem otrzymanej przestrzeni pre-hilbertowskie;j.

Na przestrzeni Hilberta /j\ﬂ-l mamy niezdegenerowana reprezentacje A pochodzaca od dziatania
A na A ©g H przez lewe mnozenie:

a(d’ @ &) =ad @, a,a’ €A, £ €H.

Reprezentacje te bedziemy oznacza¢ symbolem 7 czyli mamy 7 € Mor (A7 K( IAD"H)).

1.2. Szczegdlny przypadek. Niech G bedzie grupa lokalnie zwarta i niech H bedzie otwarta
podgrupa G. Wowczas

e ktadac A =C*(G) i B=C*(H) mamy B C Ai B < A jest morfizmem,
e istnieje warunkowa wartosé oczekiwana P: A — B.

Zanurzenie B — A pochodzi od wlozenia Li(H) < L;i(G) przez rozszerzenie funkcji z H na G
przez nadanie jej wartosci 0 na G\ H. Z kolei P pochodzi od operacji L1(G) — Li(H) polegajacej
na mnozeniu przez funkcje charakterystyczna podgrupy H.

Przypomnijmy, ze dla dowolnej lokalnie zwartej grupy K mamy kanoniczne utozsamienie (mocno
ciaglych unitarnych) reprezentacji K z reprezentacjami C*(K). W szczegolnosci kazda reprezen-
tacja H odpowiada pewnemu B-modutowi H. Okazuje sie, ze ?‘;’H odpowiada woOwczas reprezen-
tacji indukowanej grupy G pochodzacej od wyjsciowe] reprezentacji H.

Referat na seminarium ,,Algebry Operatoréow i Grupy Kwantowe”, KMMF 2016.
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2. WEWNETRZNY ILOCZYN TENSOROWY C*-MODULOW HILBERTOWSKICH

Niech
A i C beda C*-algebrami,
FE bedzie C*-modutem hilbertowskim nad A,
F bedzie C*-modutem hilbertowskim nad C,
¢: A — L(F) bedzie *-homomorfizmem (w zastosowaniach mamy czesto nieco wiecej,
a mianowicie ¢ € Mor(A,IC(F)), tj. ¢ jest x-homomorfizmem A — L(F) takim, ze
P(A)K(F) = K(F)); w szczegolnosci F jest lewym A-modutem.

Przestrzen E ©Op F jest prawym B modutem. Definiujemy forme poéttoraliniowg na E ©Op F o
wartosciach w B:

(21 @ y1|22 @ y2) = (y1|d((w1|w2))y2), x1,v2 € E, y1,52 € F.

Okazuje sie, ze opisana powyzej forma jest iloczynem skalarnym ([1, Proposition 4.5]) i uzu-
pelnienie £ ®a F w normie pochodzacej od tego iloczynu skalarnego nazywamy wewnetrznym
tloczynem tensorowym E i1 F', a oznaczamy symbolem E®g F. Przestrzen E®g F' jest C*-modutem
hilbertowskim nad B.

Dodatkowo na F ®4 F mamy reprezentacje L£(E) przez operatory sprzegalne:

Tey) =Tzey, TecLl(E),zckE yeF

i uzyskane w ten sposéb odwzorowanie p: L(E) = L(E®4F') jest morfizmem z IC(E) do K(E®4F).
Ponadto jest on injektywny ilekro¢ ¢ jest injektywny ([1, strona 42]). Na dodatek, jesli ¢(A) C
K(F), to obraz K(E) w L(E Q4 F) lezy w K(E ®4 F) ([1, Proposition 4.7]).

3. Moputr X
Wroémy do sytuacji z czesci 1. Na A definiujemy forme pottoraliniowa o wartosciach w B:
(a1|a2) = P(ajaz), ay,ag € A. (1)
Na ilorazie A/N, gdzie
N = {a € A (ala) = 0},

forma (1) definiuje iloczyn skalarny o wartosciach w B. Definiujemy X jako C*-modul hilbertowski
nad B powstaly z uzupelnienia A/N w normie pochodzacej od iloczynu skalarnego.

Reprezentacja A prze operatory sprzegalne na X pochodzi z konstrukcji opisanej w czesci 2: dla
a € A operator lewego mnozenia przez a

A>ad — ad €A, a €A

przenosi sie na przestrzenn A/N (bo N jest lewym ideatem) i definiuje odwzorowanie ograniczone,
a w konsekwencji przedtuza sie do operatora X — X. Bedziemy go oznaczaé¢ symbolem L,, a
odwzorowanie a — L, oznaczymy symbolem A. W ten sposéb otrzymujemy reprezentacje A
przez operatory sprzegalne na X. reprezentacja ta jest niezdegenerowana, czyli A € Mor (A7 IC(X)).
Innymi stowy X jest lewym A-modulem.

Na mocy lematu umieszczonego w Dodatku mamy

P(a*b)*P(a*b) < ||P(a*a)|| P(b*D), a,b € A. (2)
W szczegolnosei dla dowolnego a € A zachodzi
P(P(a)" P(a) = P(P(a*)P(a) = P(P(a*P(a))) = P(a"P(a)) 3)
Tak wiec oznaczajac przez x lews strone (3) i ktadac b = P(a) otrzymujemy na mocy (2)
¥z < ||P(a*a)||P(b*Db). (4)

Teraz jesli a € N, to z (4) wynika, ze © = 0, co oznacza, ze P(N) C N, a wiec P definiuje operator
A/N — A/N. Ten sam rachunek pokazuje, ze operator ten jest ograniczony: istotnie, uzywajac
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powyzszych oznaczen i nier6wnosci (4) mamy

1Py = |P(P(a)P(a)|*

= |l|* = lla"z||
< [Pl aliP@Ery)|
= [[P(a*a)[[[|P(P(a)" P(a))
= llallx|[P(a)|x-
Skracajac przez HP(a)HX otrzymujemy

[ P(a)y < llallx, ac€A.

W szczegolnosci operacja a — P(a) definiuje ograniczony operator P: X — X.
Latwo sprawdzi¢, ze P € L(X): dla a,b € A mamy

P(P(a)"b) = P(a*)P(b) = P(a* P(b),
co pokazuje, ze
(Pz[y) = (x[Py)
dla wszystkich x,y € X.
Twierdzenie 1. Algebra K(X) jest generowana przez operatory postaci LoPLy« dla a,b € A.

Dowdd. Niech a,b,c € A. Oznaczajac przez [ -] klase elementu A w X mamy

(LoPLy-)[c] = Lo (P[(b*c])
=L, [P(b*c)}
= [aP(b*c)]
= [a]P(b"¢) = [a] ([b]][c])
To oznacza, ze LoP Ly = |[a])([]|, co dowodzi tezy. O

4. INDUKCJA JAKO ILOCZYN TENSOROWY

Twierdzenie 2. Niech H bedzie B-modutem i oznaczmy reprezentacje B na H symbolem ¢.
Wowczas modut indukowany ?;7—[ jest izomorficzny z X ®4 H.

Dowdd. Rozwazmy odwzorowanie
Po: AOgH — X H
zdefiniowane na tensorach prostych jako
Pola®§) =[a] ®E,

gdzie [a] oznacza klase a w A/N C X. Odwzorowanie to jest dobrze zdefiniowane i jest izometria
dla polnormy na A©gH oraz normy na X®gH. Stad przedtuza sie do izometrii ®: ?D’H — X®g¢H.
Latwo tez si¢ przekonad, ze jesli p € Mor (K(X), K(X®4H)) jest reprezentacja, o ktérej mowilismy
w czedci 2, to

p(Lg) o ® =P ow(a), a €A,

gdzie 7 jest dzialaniem A na »H opisanym w czesci 1. Innymi stowy @ jest izometrycznym
izomorfizmem A-modultéw. O
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5. TWIERDZENIE O IMPRYMITYWNOSCI

Twierdzenie 3. Niech 7 bedzie niezdegenerowang reprezentacjg A na przestrzeni Hilberta G.
Wowczas G jest postaci /1'\37-1 dla pewnego B-modutu H wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje morfizm
p € Mor(K(X),K(G)) taki, ze

T=poA (5)
W tej sytuacji H = p(P)G.

Dowdd. Jesli G jest indukowany z pewnej reprezentacji ¢ algebry B na przestrzeni Hilberta H, to
istnienie p zostalo juz dowiedzione w twierdzeniu 2.

Zalozmy wiec, ze G jest A modulem i istnieje p € Mor(lC(X),IC(g)) speliajacy (5). Niech
H = p(P)G. Na poczatek sprawdzmy, ze H jest podprzestrzenia niezmiennicza dla dzialania B
(poprzez 7). Istotnie, dla a,a’ € Aib € B mamy

LyPL,Ja'] = LyPlaa’] = Ly[P(aa’)] = [bP(ad’)] = [P(baa’)] = PLy,la’]

(gdzie [-] oznacza klase elementu algebry A w X), a wiec LyPL, = PLy, w L£(X). Stad dla
dowolnego n € G, a € Aoraz b € B

m(b)p(P)m(a)n

p(LyPLa)n
= p(PLba)n
p(P)m(ba)n € p(P)G.

Elementy postaci m(a)n sa geste w H, wiec m(B)H C H.
Dalej sprawdzmy, ze H jest niezdegenerowanym B-modulem. Niech (e4)aca bedzie aproksy-
matywna jedynka dla A. Rachunek

(Lp(ea)P)[a] = [P(ea)P(a)] = [P(eaP(a))] = (PL._P)[d]
dla a € A pokazuje, ze Lp(. )P = PL. P w L(X). Stad dla n € G mamy
7(P(ea))p(P)n = p(Lp(e,)) p(P)n = p(P)m(ea)p(P)n.
Z niezdegenerowania G wynika, ze w(eq)p(P)n — p(P)n, a co za tym idzie
«

2

p(P)m(ea)p(P)n — p(P)"n = p(P)n.

Dowolny & € H jest postaci p(P)n dla pewnego n € G i powyzsze rozumowanie pokazuje, ze
¢ en(B)H.
Zdefiniujmy ¥o: A ©g H — G kladac

Yo(a® &) =m(a)é.

Mamy
(To(a®@&)[To(a' ® &) =

co pokazuje, ze ¥ definiuje izometrie

a z definicji ¥, tatwo wynika, ze
Uo(aa' @ &) = w(a)Vo(a' @ £), a,a’ €A, £ € H.
Stad WU splata reprezentacje A na /}37-[ ig.
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Pokazemy teraz, ze U jest surjekcja na G. Po pierwsze obraz U jest niezmienniczy dla 7(A) (to
juz wiemy). Co wiecej, (Ran ¥)1 takze jest podprzestrzenia niezmiennicza dla 7(A). Po drugie, z
niezdegenerowania reprezentacji m wynika, ze obraz ¥ zawiera H.

Niech 1 € (Ran ¥)1. Wtedy

loPynll” = (p(Pynlp(P)n) = (nlp(P)n) = 0,
gdyz p(P)n € H C Ran V. Stad, jako ze W(A)(Ran U)+ C (Ran ¥)*, mamy

p(P)m(a)n =0, a€A, ne (Ran¥)t.
W konsekwencji

m(a")p(P)w(a)n = 0, a,a’ €A, n e (RanW)*.
czyli
p(La/PLg)n =0, a,a’ €A, n e (Ran¥)t.

W swietle twierdzenia 1 oznacza to, ze p(K(X))(Ran W)+ = {0}. Poniewaz p jest z zalozenia
niezdegenerowana reprezentacja C(X), otrzymujemy (Ran W)+ = {0}. O

W powyzszym sformutowaniu twierdzenia o imprymitywnosci nie zajmujemy sie faktyczna
struktura algebry K(X). Jednak w szczegolnym przypadku gdy A = C*(G), a B = C*(H) dla
lokalnie zwartej grupy G i jej otwartej podgrupy H wiadomo o K(X) znacznie wiecej:

Twierdzenie. Niech G bedzie grupg lokalnie zwartq, a H jej otwartq podgrupg. Wowczas K(X) &
Co(G/H) x G, a A € Mor(C*(G),K(X)) pochodzi o kanonicznej reprezentacji G w algebrze
M(Co(G/H) x G).

DODATEK

Lemat. Niech B bedzie C*-algebrq i niech E bedzie prawym B-modutem wyposazonym w odw-
zorowanie {-|-) : E x E — B takie, ze

dla x,y1,y2 € E i a, B € C mamy (x|ay; + By2) = a{x|y1) + B {(z|y2),

dla x,y € E ib € B mamy {(x|yb) = (x|y) b,

dla x,y € E mamy (y|x) = (z|y)",

dla x € E mamy (z|z) > 0.

Wtedy
< |[{]2)]| (yly) - (6)
Dowdd. Wystarczy udowodnié (6) w przypadku, gdy H(J;\x)” =1, bo dla t > 0 mamy
(yltz) (tzly) = t* (y|a) (zly) oraz |[[(tz|tz)| (yly) = £*[[{x])]| () -
Wezmy wiec z,y € F takie, ze H( H 1 i niech b € B. Mamy
< (zb—ylzb—1y)
= (@blab) — (y|ab) — (bly) + (yly)
= (zb|z) b — (ylz) b — ((y|2b)" + (yly)
|20))"b — (y|z) b — ((y|x) b)* + (y[y)
|2)0)"b — (ylx) b= b"((y|))" + (ylv)
((z|))"b = (y[z) b= 0" ((y[2))" + (yly)
(z|z)b— (ylz) b—b" (z]y) + (yly)
[(z]2)[[6"b — (yl) b — 0" (z]y) + (yly)
bb—<y\ b= 0" (xly) + (yly) -
Teraz kladac b = (z|y) otrzymujemy

(
(

(
(
b
b
|

IN

0 < (ylz) (z|y) — (ylz) (z|y) — (y|z) (x[y) + (y]y),
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czyli
(ylz) (x|y) < (wly) = |(]2)| (yly) -
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